Solutii XI

1. a)Calculim (A+B)(A—-B)=A>- AB + BA—B*=1,— AB + BA si apoi
(A-B)(A+B)=A%+AB-BA -B*=1, + AB — BA. Tinand seama de lema:
Daca X, Y sunt doud matrice patrate atunci det( [, + AB ) = det( I, + BA ), rezulta ca
det(AB —-BA) = det(BA - AB ) si apoi, din imparitatea lui n avem concluzia.
b) Pentru n par se considerd A matricea avand toate elementele de pe diagonala secundara
egale cu 1 si In consecinta A’=1,si B matricea avind pe diagonala secundara doar primele
n/2 elemente egale cu 1 si Tn consecinta B? = 0,. Pe de alta parte det( AB-BA) = (-1 )“/2 0.

2. a)Pentru a, =navem [j bn = oo, pentru a, = +2bn avem [j; b, =Db iar pentru

n—oo n—oo

a,=Innavem [j; b.=0.

n—o

b) Sa observam ca relatia data se scrie sub forma ay.; =a, + b, /a, .Daca [j ba=b>0

n—yo0
atunci ( 3 )n, € N astfel incat ( V) n 2 n,, b, > 0 sau a,,; - a, > 0. Asta inseamna ca sirul
(ap )n este monoton crescator pentru n = n, si in consecintd (3) [jm an=a>0.
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Presupunénd ca a € R trecand la limita avem a = a + b/a ceea ce este fals si In consecinta
a=oosi [jm bn/a, =0. Pe de alta parte ridicand relatia data la patrat avem egalitatea

n—yeo

a2n+ 1= 212n +2b,+ bzn/ 212n si prin trecere la limitd gasim [jz; ( a2n+1 - 212n ) =2b.

n—oo

Aplicand lema lui Stolz-Cesaro se obtine [jz; an/ \/_ = +/2a ,adica (a,/ \/; )n €Ste

n—oo
convergent.
3. Inipoteza cd a exista, inegalitatea din enunt se poate scrie sub forma

(%)1’“ a<[(n+1)(n+2)..2n1"m<(20)" a.

Admitand ca a exista, prin trecere la limitd gasim a = 4/e si astfel demonstram unicitatea.
Existenta lui a se justificd demonstrand dubla inegalitate prin inductie.
Generalizarea se obtine plecind de o inegalitate cunoscuta:

e(n/e)"<n! <ne (nfe)", (V)n=>2 (*)
care, dupa substitutiile n— kn sin— (k-1 )n, k = 2, se scrie sub formele:

e( kn/e)" < (kn)! < (kn)e (kn/e)™ (1)

e[ (k-Dn/e 1*"< [ (k-Dn ]! < (k-Dne[ (k-Dn/e *P" (2)
Inversand a doua inegalitate si apoi inmultind-o cu prima avem:

(an)"/(k-D)n < [(k-1)n +1]-[(k-1)n 42 ]+ [kn -1 ]- kn < kn-(an )"

unde a = (1/e) - K/ (k-1)*".



