Solutii X

1. a) Observam ca dacd z,= 0 atunci si zp = z3 = O si egalitatea este indeplinitd. Tinand
seama de acest lucru putem presupune cd z; # 0, z, # 0, z3 # 0. Este suficient si ardtdm ca
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lzy1=lz3 =1z 1. Deoarece z, + z3=-27, §1 21(Zo + 723 ) + 2o - zZ3 =0 atunci z, - z3 = - 7;" i
. 2 . 2 21 3 - g
apoil za1-1z31=12z,"l si de asemenea | z; | -1 z3 | =1 7|, | z; | -l z; | = | z3”1. Impértind memebru
. < C e 3 3
cu membru primele doud egalitdti avem | z; I =l z, I’ de unde z; | =l z, | =1 z3 | . Cu aceasta

avem Izl + @l 1+@* 1 z3 1= 1z 1 (1 + @ +®*) = 0.

b) Avem /(x+n)(y+n) 2n+ Jxy , (V) n, x, y > 0 (care se demonstreaza prin ridicare la
patrat ) cu egalitate pentru x =y. Aplicind inegalitatea de mai sus avem

Jb+1)(c+1) 2 1+ be == log, (J(b+I1)(c+1) - 1) 2 log, Nbe <=
loga(m— 1)>%(log,b + log, c ) si analog

1oy (\f(c+1)(a+1) - 1) 2 Y2 (logyc + logya )

loge (\fa+1)(b+1) - 1) 2V (logea+logeb ).

Adunand cele trei inegalitati gasim

loga (\J(b+1)(c+1) - 1) + logy (\J(c+I)(a+1) - 1) +1og. (\f(a+I)(b+1)-1) 2=

> 15(log,b + log,c + log,c + logya + logca + log.b ) = 3, aplicand si x + 1/x 22 pt. x > 0.
2. Avem 10" = (5+2:25)% > (V2 +43 Y0 =(5+ 246 )P > (5+22,4)'% 5987,
Vom arita acum cd 9,8'” > 10” <= 9,8 > (10/9,8 )*° == 9,8 > (50/49)” = (1 + 1/49 )*
(1+1/49)°(1+1/49). Cum ( 1+ 1/49)* <3 aritim ca 3-3- (1 + 1/49 ) < 9,8 adici
45-50 < 49%. Din 10” < (\/2_ +\/§ )200 < 10" rezultd c3 numarul respectiv are 100 cifre.

3. Avemf(x,y,z)=[sinx+sin(y-z)]+[siny+sin(z-x)]+[sinz+sin(x-y)]=
2-sin( X +y-2z)2-cos(x-y+2z)2+2sin(- X +y + z)/2-cos( X+ y - 2)/2 + 2-sin(x -y +z )/2
«cos(-x+y+z))/2. Notdnd (x+y-z)2=a,(y+z-x)2=b,(z+x -y )/2 =c avem
f(x,y,z)=E (a,b,c)=2(sin a-cos b+ sin c-cos a + sin b- cos ¢ ) . Aplicand inegalitatea
SCB rezulta ca E> (a, b, c)=4(sin a-cos b+ sin c-cos a + sin b- cos ¢ )2 <

< 4 sin’a + cos’a + cos’c )- ( cos’b + sin’c + sin’b )=4(1+ cos’c )(1+ sin’c ) <

=4 (1 + sin’c + cos’c + sin’c - cos’c ) = 4 (2 + sin’c - cos’c ) = 8 + sin® 2¢ < 9. De aici
rezultd ca £ (x,y,2)<9sau-3<1(x,y,2)<3. Cum f (-2, -w/2, -0/2)=-35si

f(m/2, m/2, w/2 ) =3 concluzionam ca minimul lui f este —3 iar maximul este 3.



