Solutii IX

1. Notdm cu O centrul cercului circumscris pentagonului ABCDE. Aplicind relatia lui
Sylvester in triunghiurile date in enunt avem O, = OA + OB + O—C:, OH, = OB + OC +

+ ODssi celelalte. Apoi H H,=0H,-O0H, = OD - OA = AD, de unde rezulti ci
H;H,;DA este paralelogram. Se procedeaza asemdndtor pentru celelalte patrulatere.

2. a) ,,=” Demonstram prin reducere la absurd:
Daca am avea a < b atunci din [ %] =0si [%] > 1 rezultd ca egalitateaa + 0=b + [%] este
falsa.

Daca am avea a > b atunci din [%] =0si]| %] > 1 rezulta de asemenea contradictie.

Implicatia ,,&<” este evidenta.
b) 1) Cautima<b<0,a,be Q astfelincita/lb=ke Z,, k> 1. Avem a=Kkb si cum 0 < b/a <

<1 rezulta ca [%] = 0 si relatia devine bk + k =b. Cu acesteab =-k /(k-1) sia = —k2/(k—1),
k e Z,, k> 1. Numerele gasite verifica relatia din enunt.
2) Cautam a<0<b, a,be Qastfel incitb/a=ke Z,k<0. Avemb=aksia+ [%] =ak + k.

Cum—lSk<0atunCi[%]=—l si avem, de fapt,a—1 =ak +ksideaicia=(k+1)/(k-1)

sib=k(k+1)/(k-1),ke Z, k<0, valori care verifica relatia respectiva.

3. a) Pentru k = 0 sau k = n este evident.
Pentruke { 1,2, ...,[ n/2 ] } procedim in felul urmator:
Dacd i < j atunci ai2 > Qi1 Ajgl, ... » aj2 2 aj.1* A1 inmul‘gind aceste inegalitati, membru cu
membru, obtinem a;- a; = a;.i- aj,1. Particularizind 1 = k $i j = n-k avem ay- anx 2 ai.1* anke1.
Prin aplicare succesiva avem ay- a, = a, a, .
b) Din ax 2 a,* a, / ay prin adunare se obtine a, + a; + ... + ay = ao- ay ( 1/ag 1+ ... + 1/a,).
Dar (a,+a;+ ... +a,) (/ag+ ... + 1/a, 1/a,1) = n’. Din aceste doui inegalitati rezulta
inegalitatea ceruta.



