CONCURSUL DE MATEMATICA
“GHEORGHE DUMITRESCU” EDITIA a X-a
CRAIOVA, 1 NOIEMBRIE 2008

ClasaalV-a
1. Aflati x din egalitatea: {[(x —3):2005 +2005]: 2006 + 2006 }: 2007 + 2007 = 2008 prof.Nicolae Ivischescu, Craiova
2. Suma a doua numere naturale este 2008. Sa se afle cele doua numere stiind ca impartind suma celor doua numere la
diferenta lor obtinem catul 334 si restul 4. prof.Nicolae Ivischescu, Craiova

3. Este posibil sa punem 6 bile in trei cutii astfel incat in fiecare cutie sa fie cel putin o bild si sa nu existe doua cutii cu
acelasi numar de bile? Dar 15 bile in 5 cutii? Dar 20 de bile Th 6 cutii? Dar 4950 de bile in 99 de cutii? (in aceleasi
conditii) prof.Nicolae Ivischescu, Craiova

ClasaaV-a

. Reconstituiti inmultirea: aaaaxaaaa = aaabccced . prof.Nicolae Ivischescu, Craiova
2. 1) Calculati: a=1-2+2-3+3-4.

2) Verificati urmatoarele egalitati si aflati a: 3a=1-2.3+2-3-3+3-4-3=1.2.3+2-3-(4-1)+3-4-(5-2)

=1.2.3+2-3-4-1.2.3+3-4.5-2.3-4=3-4.5
3) Folosind 2) calculati: b=1-2+2-3+3-4+4-5
o Verificati c& b=(1+2+3+4)+(12+2°+3%+4%)

4) Calculati S=1-2+2:3+3-4+...+98-99+99-100

5) Calculati 124224324 .. +99°, prof.Nicolae Ivischescu, Craiova
3. Doi jucatori iau pe rand dintr-un pachet cu 22 de carti de joc cel mult 6 carti. Castiga cel care ia ultima data carti.
a) Cum trebuie sa joace primul jucator astfel incat sa céstige? (Céte carti ia prima data si-n continuare?)
b) Cum trebuie sa joace primul jucator pentru a castiga, daca se iau cel mult 8 carti?  prof.Nicolae Ivigchescu, Craiova

-

Clasa a Vl-a

1. Numerele naturale prime a, b, ¢, se numesc ,trigemene” daca b-a=c-b=2. Gasiti toate tripletele de numere
trigemene. prof.Nicolae Ivaschescu, Craiova
2. Sa se calculeze c.m.m.m.c. al numerelor: A=2n+4m+6p+3, B=3n+6m+9p+4, m, n, pcN. prof.Nicolae Ivischescu, Craiova
3. Un greier ,,neobosit” se afla pe axa numerelor intregi in punctul P de coordonata 2009 (P(2009)). El face o saritura de
cinci unitati in sensul pozitiv i apoi una de opt unitati in sensul negativ si continua.

a) Aflati numarul de sarituri necesare pentru a se afla la cea mai mica distanta fata de origine.

b) Dupa a cata saritura va fi in mijlocul segmentului determinat de punctele A(998) si B(2000)?

prof.lon Patrascu, Craiova

Clasa a Vll-a

1. Fie % o fractie ireductibila subunitara.

1) a) Aratati ca exista numerele naturale g si r astfel ca: % = 1_r sir<a
q q
. - “ 7 7 1 101
b) Folosind eventual a) scrieti numarul — sub forma: — =——-—+—, cu X, y, z numere naturale.
23 23 x y z
2) Aflati x, y, z numere naturale astfel Tncat: 2—73 = + . prof.lon Patrascu, Craiova
X+
1
y+—-

z
2. Pe o foaie de hartie sunt desenate cu negru triunghiuri echilaterale, isoscele, dreptunghice si dreptunghice-isoscele,
iar cu rosu liniile lor importante (mediane, bisectoare, Tnaltimi si mediatoare). $tiind ca sunt 27 segmente negre, 58 de
linii desenate numai cu rosu si ca triunghiurile nu au laturi comune, sa se afle cate triunghiuri de fiecare tip exista.
prof.Nicolae Ivdschescu, Craiova
3. Fie ABCD un romb in care AB=a si m(AABC)=60°. Consideram punctele M si N pe (BC) respectiv (CD) astfel incat
BM=CN=x.
a) Aflati x astfel incat perimetrul triunghiului AMN sa fie minim, O<x<a.
prof. lon Patrascu, Craiova
b) Fiind dat un triunghi echilateral AMN construiti numai cu ajutorul echerului un romb ABCD astfel incat Me (BC),
Ne (CD) si m(£ABC)=60°. (Echerul se poate utiliza numai pentru a trasa drepte si perpendiculare).
prof.Nicolae Ivdschescu, Craiova

Clasa a Vill-a
1. Un numar natural se numeste ,,pretentios” daca se poate scrie sub forma x2+3y2 cu x si y numere intregi. Demonstrati ca:
a) Numarul 1001 nu este ,,pretentios”.
b) Produsul a doud numere ,,pretentioase” este un numar ,,pretentios” prof.lon Patragcu, Craiova
2. Fie ABCD un tetraedru., M mijlocul muchiei AB, iar N mijlocul muchiei CD.
a) Construiti prin M si N un plan paralel cu muchiile AD si BC.
b) Daca P si Q sunt intersectiile planului de la punctul a) cu (AC) si (BC), ce fel de patrulater este MPNQ?

¢) Aratati ca pentru orice plan dus prin M si N si care intersecteaza pe (AC) in R si (BD) in S avem 2—2 = % .

prof.lon Patrascu, Craiova



b2 o>
1336 1336°° 1336
\1336a +1 ++/1336b + 1 ++/1336¢ + 1 <2007.

2) Demonstrati ca: [x + 1+ [x — 7| +|y +100| +|y — 400| + |z + 500| + |z —1000| > 2008.  prof. Nicolae Ivischescu, Craiova

3. 1) Demonstrati ca daca a>—

si a+b+c=3, atunci:

Indicatii si Raspunsuri

ClasaalV-a

1. A=1; {[(x - 3):2005 + 2005]: 2006 + 2006} = 2007 ; [(x — 3): 2005 +2005] :2006=1=> [(x — 3): 2005 + 2005 ] =2006
(x—3):2005=1; (x—3)=2005; x—3=2005<=x=2008
5 a+b=2008

" la+tb=(a-b)-334+4
2a=2014; a=1007 si b=1001.0bs. Se poate da solutia cu metoda figurativa.
3. Sa calculam 1+2+3 si observam ca obtinem 6. Deci in fiecare din cele trei cutii punem respectiv una, doua si trei bile.
Sa calculam 1+2+3+4+5=15. Deci se poate. Sa calculdam 1+2+3+4+5+6=21. Deci nu se poate, pentru ca ar trebui sa

avem 21 de bile, nu 20. 1+2+...+99=4950 deci se pot pune 99 bile in 4950 cutii.
Clasa a V-a

1.Avem (111121)-(111121):111a-105 +bceed . Dar111a-10°=11100000a=1111-9990a+1110a=1111a-1111a-
-1111.9990a=1110a+ bcccd =1111a(1111a-9990)=1110a + bcccd =1111a-9990>0—=

1111a>9990=a=9=(9999-9999-99980001)=> bcced =80001
2. 1) a=2+6+12=20; 2) 3a=6+18+36=60; 60=3-4-5; 3a=60, a=20
3) 3b=1.23+2-3-3+3-4-3+3-5:3=1-2.3+2.3:(4—1)+3-4-(5-2) +4-5.(6-3)=1.2.3+2.3.4-2.3-4-2.3.143.4.5-2.3.4+4.5.6—

~3.4.5=4.5.6; b=40, 40=4—é5 +14449+16 (A)

4) 35=1-2-3+2-3:(4-1)+3-4(5-2) +...+98:99(100-97)+99-100(101-98)=1-2-3+2-3-4—1-2-3+3-4-5-2-3-4+...+98-99-100—
—97-98-99+99-100-101-98-99:100=99-100-101; S=33:-100-101=333300
5) Observam ca 1%+2%+...+99°=S—(142+3+...499); S=1.(2+1)+2(2+1)+3(3+1)+...+499(99+1)=12+2%+ ... +99%+(1+2+...+99)
3. a) Primul jucator trebuie sa joace in asa fel incéat inainte de sfarsitul jocului sa-I lase pe adversarul sdu sa aiba in fata
1+6=7 carti pentru ca oricum ar lua va castiga primul jocul. Ca sa-I faca pe adversar sa ajunga la 7 carti trebuie sa ia in
asa fel incat adversarul sa aiba Tn fatd mereu un multiplu de 7= primul incepe luand o carte pentru ca 22-1=21=3.7.
Daca adversarul ia x carti, primul trebuie sa continue luand 7-x (pentru ca x+7-x=7); b) Daca se dau 8 carti pentru ca
1+8=9—=primul va céastiga daca-I pune pe adversar in fata unui multiplu de 9 carti. Deci primul ca sa castige ia 4 carti
pentru ca 22—-4=18=9-2. Daca al doilea ia y carti primul joaca in continuare luand 9-y (pentru ca y+9-y=9).

Clasa a Vl-a
1. Numerele naturale au una din formele: 3k, 3k+1, 3k+2; pentru a=3k, ke N=>b=3k+2; c=3k+4; pentru a=3k+1, a+2
devine 3k+1+2=3k+3= 3(k+1)=nu este prim sau pentru 3k+2=k+a+4 este de forma 3k+2+4=3k+6=3(k+2)=nu este
prim. Singurul numar prim de forma 3k este 3 deci a=3, b=5, c=7 convine.
2. Se aratda ca A si B sunt numere prime intre ele. Fie d=(2n+4m+6p+3, 3n+6m+9p+4)=
dl2n+4m+6p+3=d|3(2n+4m+6p+3) si d|3n+6m+9p+4=d|2(3n+6m+9p+4) =d| 3(2n+4m+6p+3)—2(3n+6m+9p+4)=
=d| 6n+12m+18p+9-6n—12m—-18p-8=d| 1=d=1=(A, B)=1=[A, B]=A-B deci [A, B]=(2n+4m+6p+3)(3n+6m-+9p+4)
3. La fiecare doua sarituri se apropie de origine cu trei unitati 2009=3-669+2. Dupa 669-2=1338 sarituri va fi in punctul
T(2), de aici sare in U(7) si apoi in V(-1). Acest punct este o solutie a problemei. Pentru a ajunge aici sunt necesare
1338+2=1340 sarituri. O alta solutie a problemei este punctul W(1) care se obtine dupa 1340+3=1343 sarituri. Remarca.
,,Neobositul” nu poate ajunge in origine! b) Lungimea segmentului [AB] este 2000-998=1002 unitati. Mijlocul acestui
segment este M(1499). La fiecare 2 sarituri se apropie cu 3 unitati. 2009-1499=510; 510=3-170. Sunt necesare
170-2=340 sarituri.

; 2008=(a—b)-334+4; 2004=(a—-b)-334; a—b=6; a+b=2008

Clasa a Vil-a
1. a) b>a. Exista q si r numere naturale unice astfel incat b=a-q+r, r<a

b r |1 a 1 r

(teorema impartirii cu rest) obtinem b-r=a-q |: g~ -—=al —=>—=— - ——
q b b g b-gq
b)23=7'3+2:>23—2=7'3:§—3:7 ‘L:l:l—i (1)
3 3 23 23 3 69
69=2~34+1:69—1=2~32:>@—lzz.l;izi— 1 )
34 34 69 69 34 34-69
A . N 7 1 1 1 . . < 4 7 1 1 1
Inlocuim (2) in (1) —=——-—+ ———"_. Se pot obtine si alte reprezentari ale lui — de exemplu —=—-—+——
23 3 34 2346 23 23 2 5 230
2) A N S B B ! Putem considera x=3; y=3; z=2
23 23 3.7+2 , 2 . 1 1 Th YRS =S
— 3+- 3+—- 3+
7 7 7 7 1
. 3+ —
2 2

2. Fie x numarul triunghiurilor echilaterale, y numarul triunghiurilor isoscele, z numarul
triunghiurilor dreptunghice isoscele si t numarul triunghiurilor dreptunghice. Intr-un triunghi
echilateral sunt trasate 3 linii rosii pentru a reprezenta liniile importante intr-un triunghi M



isoscel sunt trasate 9 linii rosii, intr-un triunghi dreptunghic isoscel 7 linii rosii, iar intr-un triunghi dreptunghic 10 linii rosii.

X+y+z+t=9
Avem:
3x+9y+7z+10t =58

Observam ca t<4 (pe de alta parte y>1, z>1). Nu este posibil ca t=4 pentru 6y+4z>10. Daca t=3 atunci cu necesitate y=1;
z=1. Daca t=2 atunci 6y+4z=17. Nu este posibil sa avem solutii pentru ca: 6y+4z e numar par si 17 numar impar. Daca
t=1 atunci 6y+4z=24<3y+2z=12. Se observa ca y<3, y=3 nu convine; y=2 conduce la z=3. Daca y=1 nu obtinem solutie.
Retinem t=1, y=2, Z=3. Problema are doua solutii: x=4, y=1, z=1, t=3, x=38, y=2, z=3, t=1.

3. a) AABM=AACN (LUL)=AM=AN (12), /BAM=/CAN (2).

Din (2) si din faptul ca m(£BAC)= 60" =m(£ZMAN)=60" (3). Din (1) si (3) obtinem ca triunghiul AMN D
este echilateral. Perimetrul AAMN este minim <AM este minimd<AMLBC<M este mijlocul lui (BC).

av3
2

(27:3=9 triunghiuri); x=9-y—z—t. Inlocuim in a doua ecuatie obtinem:6y+4z+7t=31.

intr-adevar dacd M nu este mijlocul Ilui BC vom avea AM>-1— si perimetrul C

3ay/3

3AM > T.Deci X = % . b) Constructia. Construim perpendicularele ih M si N pe AM respectiv AN si

notdm cu C intersectia lor. Unim A cu C si construim mediatoarea lui AC. CN intersecteaza mediatoarea

in B iar CM intersecteaz& mediatoarea in D. Unind A cu B si A cu D se obtine rombul ABCD.
Demonstratia_constructiei: in patrulaterul AMCN avand ZAMC=/ANC=90° si /MAN=60° rezultd ca B
m(£MCN)=120". De asemenea AC va fi bisectoarea unghiului MCN (AN=AM). Punctele B si D sunt
pe mediatoarea Iui AC deci BC=BA si DC=DA. Din BC=BA si m(ZBCA)=60"=BC=CA=AB. Din
DC=DA si m(£DCA)=60°=DC=CA=DA. Prin urmare ABCD este romb cu m(ZABC)=60".

Alta constructie. Se considera cercul circumscris AAMN si se ia un punct oarecare C pe arcul mic

N C A
NM . Pentru orice C avem AC=MC+CN. Prelungim (CN si (CM si intersectand aceste semidrepte
cu C(C, CA) se obtin punctele B si D.

Clasa a Vill-a
1. a) Daca xe N sunt Eosibile unul dintre cazurile x=3k, x=3k+1 sau 3k+2 unde ke N. Prin ridicari la
patrat se obtine ca x” poate fi de forma 3p sau 3p+1 unde peN. Rezultd atunci c& un numar ,,pretentios” poate fi de
forma 3q_sau 3g+1 cu g natural. Deoarece 1001=3-333+2 inseamna ca el nu este ,,pretentios”. b) Fie p1=x2+3y2 Si
p2=u”+3v* doua numere .pretentioase”. Avem P1-Pa=(x2+3y?) (U2+3v?)=(xu—-3yv)+3(xv+yu)>.
Intr-adevar x°u®+3x*v+3u y2+9y2v2=x2u2+9y2v2—6xyuv+3x2v2+3y2u2+6xyuv
xu-3yve Z, xv+yue Z deci p1-pz este ,,pretentios”.
2. a) Planul cerut va intersecta AC in P si atunci NP//AD, de asemenea va intersecta BD in
Q si MQ//AD. Deci trebuie construite mijloacele P si Q.

1
b) PN//AD, PN=E AD, de asemenea MQ//AD, MQ=% AD= MPNQ este paralelogram.

AP _BQ

c) Daca R=P atunci S=Q si avem PC-aD =1. Daca R#P si {T}=NRNAD, TeSM

(justificare). Teorema lui Menelaos aplicata in ACDA pentru transversalele N, R, T si in N

triunghiul ABD pentru transversala T, M, L conduc la: E . @ . R—C = 1;E . @ . 2 =1 B

TD NC RA TD MA SB D

ND MB . RC SD

Deoarece — = — =1 atunciavem —=—. M
NC MA RA SB

3. 1) Avem: J1336a+1= \/(1336ba+1)'1 < % =668a+1

J1336b+1 = /(13360 +1) 1 < 1000+ 111 _ gagp 1 1; V13360 +1=/13360c + 1) 1 <%:6680+1

Adunandu-le=> v1336a+1 ++/1336b + 1 +/1336¢ + 1 < 668 - 3 + 3 =2004+3=2007. Am tinut cont de
Jab< a;b =+/1336a +1++/1336b +1++1336¢c +1 < 2007 .

2) Tinem cont de proprietatile [x| =|- X|; [x|+|y| =[x+ y|. Avem: [x + 1+ |- (- x+ 7| =[x +1-x+7| =|§/ =8.

|y +100| + |y — 400 =]y +100| +|- (- y + 400) > |y +100 — y + 400 = 500

|z +500| +|z — 1000| = |z + 500| + |- (z - 1000) > |z + 500 — z + 1000| = 1500

Adunate : |x+1+|-(=x+7) +|y +100|+|y — 400| +|z + 500| + |z — 1000| >8+500+1500=2008 O posibilitate de atingere a
egalitatii este:xe [-1,7} y e [- 100,400} z  [- 500,1000].



