Solutii

1. Observam ca x,,+; = x, + —12 si hm(x,ﬁ 1 — X, ) = 0. Apoi logaritmand este
+ 1= 1 l n—o0

. Inn .ln(n+1)—x nn
suficient sa calculam 1;,1, %, . — . Folosim Stolz-Cesaro: [;, ntl " =
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2. Notand Sn=x; +x; + ...+x, , vom arata ca S, > n folosind metoda inductiei matematice:
S;1=2005> 1 sipresupunem cd Sy> k. Cum Sy, — (k+1)=S;+xp,-(k+1)=
=(Sk—k)(Sk=1)/S,>0rezulticasS,>n, (V) n e N". De aici este clar ca

0 <x,+;=n/S,<1,n>0, adica sirul este marginit. Acum vom arata ca ( x,),>; este strict
crescator:

n(xl -I—xz—l—...—l—xn_l)—(n—l)(xl+x2+...+xn) _
(.X1 +.X2+'”+.xn_1)(X1 +x2+...+xn)

Xn+1 —Xn =

_x1+x2+...+xn_l—(n—1)xn: n—1 (S,,_,_x):
Snflsn Snflsn n_l
n-1 1 n-1 -y
= (——xn) = — 2 >0, n>1.
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Deci sirul este convergent cu limita /. Aplicand lema lui Stolz-Cesaro se obtine ca /= 1.

3. Inmultind egalitatea AB = ad* + bB'1a stanga cu B gasim BAB = aBA* + bB""!, de unde
rezultd ca B = 0, si apoi det( B ) = 0. Aplicand formula Cayley-Hamilton gisim ca

B’ =¢B, e C". Inmultind la dreapta cu 4 se obtine A" =0, siapoi A° =pA. Prin inductie
matematica avem A*=p*'4 si B'=¢"'B. Cuacestea AB = ap*'4 + bg"'B. Aici prin
inmultiri la stanga si la dreapta obtinem pk']A =0; si q”B =0;. Rezultaca p=0sau 4 = O,,
casi ¢ = 0sau B = 0. Luand in discutie toate cazurile obtinem AB = O, si aplicand
binomul lui Newton avem (a4 + 8 B)'=0,, (V) n EN*\{1}.



