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      1.  a)  Fie x ≤  y. Atunci [ x ] ≤ [ y ] şi  y2  = [ x ] + 2 ≤ [ y ] + 2 ≤ y + 2 , de unde y ∈ [ -1, 2 ]. 
I. Dacă  y ∈ [ -1, 0 ) atunci [ y ] = -1 si ecuaţia devine x2 = 1. Convine x =  y = -1. 

II. Dacă  y ∈ [ 0, 1 )  atunci [ y ] = 0  şi avem x2 = 2. Convine x = - 2 , y = 0. 

III. Dacă  y ∈ [ 1, 2 )  atunci  [ y ] = 1 şi apoi   x2 = 3. Convine x = y = 3 . 
IV. Dacă  y = 2 atunci x = 2.  

Soluţiile sistemului sunt: ( -1, -1 ), ( 0, - 2 ), (- 2 , 0 ), ( 3 , 3 ), ( 2, 2 ). 
       b)Pentru m = n = 1 sistemul nu are soluţie.Putem considera că n ≤  m şi atunci m > 1. 
Prin inducţie matematică se poate demonstra că în acest caz 3m-1 ≥ m + 1. Presupunând că 
propoziţia dată este falsă atunci rezultă că a > 3 şi b > 3. Adunând cele două ecuaţii obţinem   
m + n = am - [ a ] + bn - [ b ] ≥ [ a ]m - [ a ] +[ b ]n - [ b ] = [ a ] ( [ a ]m-1 –1 ) + [ b ] ( [ b ]n-1 –1) 
≥ 3( 3m-1 - 1)  + [ b ] ( [ b ]n-1 –1) ≥  3 ( m + 1 –1 ) + [ b ] ( [ b ]n-1 –1) ≥ 3m, fals. 

2. a)Aplicând inegalitatea S-C-B numerelor 1, 1, ...,1 şi x
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Tinând cont de enunţ avem ( x1 – 1 )
2 + ( x2 – 1 )

2 + ... + ( xn – 1 )
2 ≤0 de unde  

   x1 = x2 = ... =xn = 1 
    b) Pentru n > 1 este adevărată  egalitatea:  

                         nn  = ( nn-1 +  nn-1 + ... + nn-1 ) + (  nn-2 +  nn-2 + ... + nn-2 ) 
prima paranteză conţinând n -1 termeni, iar a doua n termeni. Înmulţind-o cu nkn-n , k număr 
natural nenul, obţinem 
             (nk)n = ( n kn-1 +  n kn-1 + ... + n kn-1 ) + ( n kn -2 +  n kn-2 + ... + n kn-2 )   
ceea ce arată că toate numerele de forma x = nk  unde k ∈ � �  verifică relaţia din enunţ, adică 
mulţimea respectivă este infinită. 
        3.  Mai întâi să notăm: S = x + y + z şi P = xy + yz + zx şi ţinând cont de relaţia din 
enunţ găsim P = ( S2 –1 )/2 . Apoi : 
| x3 + y3 + z3 – 3xyz | = | (x + y + z)( x2 + y2 + z2 - xy - yz – zx ) | = | S ( 1 – P ) | = | (3S – S3 )/2 | 
Trebuie să mai demonstrăm că | (3S – S3 )/2 | ≤  1 ( * ) adică –1 ≤  (3S – S3 )/2 ≤  1. Această 
dublă inegalitate este echivalentă cu  ( S + 1 )2 ( S – 2 ) ≤  0 şi respectiv  ( S - 1 )2 ( S + 2 )≥0. 

Cum din ( x + y + z )2 ≤  3( x2 + y2 + z2 ) = 3 avem  | x + y + z | ≤  3 , adică  - 3 ≤  S ≤ 3 , 
rezultă că inegalitatea ( * ) este justificată şi, astfel, inegalitatea dată este demonstrată. 
Egalitatea are loc atunci când avem şi x + y + z =1 
          
 


