Solutii

1. a) Fiex< y. Atunci [x | <[y ]si y2=[x]+2£[y]+2£y+2,deundeye [-1,2].
L. Dacid y € [-1,0)atunci [ y ] =-1 si ecuatia devine x* = 1. Convine x = y = -1.
IL. Dacd y e [0,1) atunci[y]=0 siavemx’=2. Convinex=-\/§,y20.
. Daca ye[1,2) atunci [ y]=1 siapoi x2=3.C0nVinex=y=\/§.
IV. Daca y =2 atunci x = 2.
Solutiile sistemului sunt: ( -1, -1), (0, - \/_) (- \/E 0), (\/_ \/_) (2,2).

b)Pentru m = n = 1 sistemul nu are solutie.Putem considera ca n < m si atunci m > 1.
Prin inductie matematica se poate demonstra ci in acest caz 3" > m + 1. Presupunand ci
propozitia datd este falsd atunci rezultd cd a > 3 s1 b > 3. Adunand cele doua ecuatii obtinem
m+n=a"-[a]+b"-[b]2[al"-[a]l+[b]"-[b]=[al([a]™ ~)+[bI([H]" -D)
>3(3™ D) +[b1([L]' =)= 3(m+1-1)+[b]([b]"" =1)>3m, fals.
2. a)Aplicand inegalitatea S-C-B numerelor 1, 1, ...,1 si xlz , x2 - x2 gasim

2 n
2 2 2 A < s : 2 2 2
x1 + X2 + ...+ X% <n. Procedand asemanator ajungem la x1 + x2 + ...+ X <n.
n n

Tinand cont de enunt avem ( x; — 1 Y+ (xa— 1)+ ...+ (x,—1)" <0deunde
X1 =X=..=x,=1
b) Pentru n > 1 este adevarata egalitatea:
W= (" A+ (" ™)

prima paranteza continand n -1 termeni, iar a doua n termeni. inmultind-o cu #” , k numar
natural nenul obtinem

(l’l) _( knl kn—l + .”_i_nkn—]) +(nkn—2 + nkn—Z + ...+I’lkn_2)
ceea ce arata cd toate numerele de forma x = n* unde k € N" verifica relatia din enunt, adica
multimea respectiva este infinita.

3. Mai intéi sa notdm: S =x + y + z 51 P =xy + yz + zx si tindnd cont de relatia din

enunt gasim P = ( S*—1)/2. Apoi :
X +) 2 3z | =ty + (X )P - xy-yz—zx) [=[S(1-P)|=|(3S-S%)2|
Trebuie s mai demonstram ca | (3S —S°)/2| < 1 (*)adici—1 < (3S—S°)/2 < 1. Aceasta
dubla inegalitate este echivalentd cu (S + 1 Y (S-2)<0si respectiv (S -1 Y (S+2)>0.
Cumdin (x+y+z) <3(x*+)*+z7)=3avem |x+y+z|< \/g,adicé f3<s S\/g,
rezulta ca inegalitatea ( * ) este justificata si, astfel, inegalitatea datd este demonstrata.
Egalitatea are loc atunci cand avem six +y +z =1
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