SOLUTII
Clasa a VlI-a

1.a) Se construieste patratul cu diagonala AB si se duce cealalta diagonala.
b)Ducem DF||AC si rezultd ca triunghiul DFE este dreptunghic isoscel.Gasim
m(<COE) = 45°.
a) Se aratd cd membrul stang este de forma M9 + 3 si membrul drept # M9 + 3.
b) Observdm ca m>n. Din (m + n)|(13m — 12n) si(m + n)|(13m +12n) rezulta ca
(m + n)|25m.Tinand cont cd m>n si (m,n) = 1 avem doud cazuri importante:
m+n=5s m+n=25. Gasim 12 solutii.

Clasa a VIlI-a

. a) Deoarece 1 +2 + 3 +...+ 2004 = 1002.2005, gasim ca solutiile ecuatiei sunt:
1,2,3,...,2003,2005.
b) Deoarece numerele x, x +1, x + 2 sunt consecutive ele vor fi de forma 3k, 3k + 1,
3k + 2 si in consecintd numarul de sub radical este de forma M3 + 2,ceea ce Inseamna ca nu
va fi patrat perfect etc.
c) Se arata cé x'- x este divizibil cu 7, pentru orice x natural si in consecinta

X1+X2+ X2004

X] + Xz + ...+ X004 S1 2004° dau acelasi rest la impartirea cu 7.Cum 2004 = M7 + 1 rezulti ci

-(x1 + X + ...+ Xp004) este divizibil cu 7. De aici gasim ca

[ -1 se divide cu 7.

X1 X2 X2004

2. Notam 4M =y AN =p, k>1/2, p< 1/2 .Din triunghiul AMN se exprima MN?* cu

MB 7 NC
teorema cosinusului. in functie de AB, AC, BC si rapoartele k sip:
2 2
kp
MN>= K AB?+[—L2 . 1AC? + —2__(BC? - AB?)
1) oany EDED T G DD
Neglijand termenii negativi se obtine:
2
MN>< —k _AB? + k—p C? si tinand cont de conditiile pentru p si k,
: (k+1)(p+ 1) ’
(k+1)
infinal  MN’< L AB’+ $BC”

Pentru a ardta cd MN< L+ (AC + BC) ducem MR || BC, R e (NC).

_ k __k-p 1
Avem MN< MR + NR = BC DD AC < 2(AC+BC).

a) Din x°’ — 1 =3y rezultd ci x> = M3 + 1.Dar x = 3k sau x =3k + 1 saux =3k + 2 .
Convme doar x = 3k + 1 i apoi y = 9k* + 9k + 3k.

b) Dina >-3 avem (a + 3)(a—3/2)* > 0, de unde gasim 27a/4 < a> +27/4 si celelalte.
Adunandu-le obtinem (27/4)(a+b +¢) < a’ + b’ + ¢® + 3.27/4. Clar ¢ vom avea
atb+c <3.



Clasa a IX-a

1.Adunand cele doua ecuatii se obtine (a + b)(b + c)(c + a) = p. Cum p este prim avem
p=1.1.psau p=1(-1)(-p) sau p = (-1)(-1).p si in consecinta putem scrie:
atb=1,b+tc=1,c+ta=p sau atb=1,b+c=-l,cta=-psaua+b=-1,b+c=-1,c+ta=p
In primul caz gasim p=2.d=1,{ab,c}={0,1,1},
in aldoilea caz gasim p=2,d=-2,{ab,c} ={-2,0,1},
in al treilea caz gasim p=2,d=1, {a,b,c} ={-2,1, 1}.

2. a) (1) este echivalentd cu [(n-1){x}]+ [{x} + ”7_1] =[n{x}] (2)

Pentru {x}<% avem 0 + 0 = 0 iar pentru {x}=; avem 0+ 1 =1.

Clar ca {x}<% <.<l< 1 si putem face verificare directd sau adunam toate egalitdtile de tip

k 72
[(k-1)x] + [ x + %] = [kx], ke {2,3,..n}.
b) 1) Dacdn =1 atunci ecuatia se reduce la [x] = [x] cu solutia R.

2) Daca n = 2 atunci ecuatia se reduce la [x] + [x +%] = [2x] cu solutia R.

3) Dacd n > 2 atunci folosim (2). Mai intéi sa observam ca [{x} + ”7_1] € {0, 1}side
asemenea D = [n{x}] - [(n-1){x}] € {0, 1}( Presupunerea ca ar fi mai mare sau egald cu 2 duce la

contradictie). Deci egalitatea poate fi de forma 0 + 0 =0, pt. {x}<% sau de forma 0 +1 =1, pt.
1
n—1

. k_k+l ] 3 k Jee]
intervale de forma [ D) n(nD) ) cun <k <n(n-1). Numarul x cu i) < {x} < D)
(n-1)k 1
n(n-1)

1< {X}<ﬁ. Pentru gasirea altor solutii cu

. < {x}, impartim intervalul (0, 1) in n(n-1)

este solutie daca si numai daca [n{x}]-[(n-1){x}]=1 adica [ nk 1 #[

n(n-1)

sau [Ko]2 4,

- 5 ] . 1 k k+1
- < < < AT
Concluzie: Pt. n>2 numarul x este solutie daca 0< {x}< - sau— =k {x} n(n—1)

cun <k <n(n-1), unde k este natural cu [%] * [%].

3.Este suficient s aratam ca dacd X € Int A ABC, atunci Xe M. Notam cu M mijlocul
segmentului [OX]. Ducem prin M paralele la AB si AC care intersecteaza [AC] si [AB], respectiv
in U si V. Paralela prin M la UV intersecteaza [AB] in K si [AC] in . Avem [MK] = [ML] si

[OM] = [MX], de unde rezulta cd OKXL este paralelogram. Deoarece O_}{+O_)L:O_))(, Ke(AB),
Le(AC), rezulta ca X € M.



Clasa a X-a
1. Mai intai demonstrim prin inductie completi ci a, < /n + % pentrun > 3.

Cuma;=2 < \/5 + % etapa de verificare este incheiata.

Presupunem relatia adevarata pentru n-1 si n.

Rezultd ag =1+ <1+ —"0 < Ju+l + 1 , ultima inegalitate demonstrandu-se direct.
111 I n-l 2
A n-1 n—1 +%
_ 1 _ 1
Apoi api;—a, =L +1-a, > L — +l . h=—>1_>o
a, Gl w2 4(n+1)

Decia; < a; < aszsia, < apy) pentrun 2 3, adica sirul dat este crescator.

2. Avem cazurile:
I. sinx + sinz = 2siny si cosx cosz = (cosy)”.
Eliminand pe y se obtine egalitatea 2( 1 —cos(x —z ) ) + ( cosx — cosz )* = 0 de unde rezulti sistemul
cos(x—z)=1

COSX = COSZ

De aici avem z-x =2k siz= £tx +2j7(k,j € Z) cu solutiile
(x,-)"x+nz,x+pzr)cun,p e Z (1)
(mz,nz,pxr)cumnp € Z sim+p par 2).

Il cosx + cosz =2cosy s§i sinx sinz = (siny)’
Dupi ce elimindm pe y avem egalitatea 2( 1 — cos(x —z ) ) + ( sinx — sinz )* = 0 si apoi sistemul
cos(x—z)=1

sinx = sinz. _

De aici gdsim z-x =2k 7z siz=(-1Yx +jz (k,j € Z) cu solutiile
(x,-)"x+nz,x+pzr)cun,p e Z (1)
(2m+ 1)%, (2n + 1)%, 2p + 1)%) cum,n,p € Z sim+ p par (3).

M este reuniunea solutiilor (1),(2),(3).

a) f:( 0, o) =R este concavad daca (V) x;,x; €(0, ©)si (V) a €[0,1] avem
flax;+(1-a)xy)> af(x)) + (1-a)f(x,).
Scriind f sub forma f(x) =1 - ﬁ ,prin calcul, inegalitatea de mai sus se reduce la
a.(1-a)(x; — x2)* 0.
a) Din inegalitatea lui Jensen pentru functii concave scrisd pentru numerele

1 1 1 A 41 4 4 1 Sy + Ly + 4L
% ,xz yeres X, avem f{(( X % xn )m) > (f( % )+ 1( % )+ Af( X, ))/n.
= L 1 + + 1 + + 1 > n—1
Cum f(x) oL obtinem 1/(1 ) ( 1+x1 ey 7 T, )n > . ,unde
E= # + é +..+ x}q .De aici clar 1+ % ﬁ sau % < ﬁSI in consecinti



Clasa a XI-a

b, bylna,
1. Avem o nedeterminare de forma «°. Folosind formula (a,) = e calculam
(1n(1+\ﬁ)(1+\/§)...(1+\/2)—\/5 )
lim b, lna, = lim ”10g2” este nedeterminare de forma %

care se poate calcula cu lema lui Stolz-Cesaro:

lim (In Xp11 - A/p+] -Inx, + \/;)/( (n+1)logy(n+1) —nlogyn ) =

n—oo

lim (In(1+n+1) - N+l + i )/( loga(nt1) + 1og2(”7+1)“ )= 1n72 dupa ce dim factor fortat In n.

In2

In final se obtine , 2 = 2.

!
2.Pentru k > 1 scriem relatia sub forma xy; = (k+1)xy - (k;l)z pe care o
(k+1)
inmultimcu (n+ Dn(n-1)...(k+ 1) cu k = 2,n-2.
Adunand gasim
Xp = n!x; —n!( 1/2* + 1/3% + ..+ 1/n?) iar

2 2

yn = 1( X)- %+ 1)+ n(% 122 - 1/3% - - 1)

2
Tinand seama ca li_r)n n( % -1/2% - 1/3% - .- 1/n%) = | rezulta ci x, este divergent iar y, este

2

convergent doar pentru x; = % -1.

3. a) Se stie ca A verifica egalitatea A-a A+ L1, =0unde a=Tr(A)si f=det(A).
Atunci A’=(a’- f)A- a BLL=0, (*).Seobservica(a’- B)A are proprictatea (P).

Pe de altd parte dacd (a”- f)A = ()ZC); ) , din (*) si din faptul ca A° are proprietatea (P) rezultd ci

numerele x- a f,y,z,t- a f sunt in progresie aritmeticd ( nu neapdrat in aceastd ordine.

Tinand cont ca numerele X,y,z,t sunt in progresie arimetica ( nu neaparat in aceasta ordine),
deducem ca o f =0, analizand fiecare caz in parte tinind seama ca numerele fiind 1n progresie
arimetica suma a doua dintre ele este egala cu suma celorlalte doua.

Daca f=0 atunci A’=a A deunde A"= ™A are proprietatea (P) pentru orice n>1.

Dacd a=0 atunci A>=- #1, si din faptul cd A** _ 821, are proprietatea (P) rezulti ci = 0.Se
obtine cd A" = O, are proprietatea (P) pentru orice n>1.

b) Putem lua A = (23_31)



Clasa a XII-a

1.Fie Hc C” astfel de multime si z € H fixat. Functia f: H — H definita prin

f(x) = £ este injectiva . Cum H este finitd rezulta ca f este surjectiva si deci existd z, € H
x

astfel incat F(z,) =z de unde z, = 1. Deci 1 € H. Prin inductie demonstram ca

Xn=(((z0z)0z)o...0z) = z/(; Y*! compunerea ficandu-se de n ori, n>0. Multimea acestor compuse
este inclusa in H. Cum H este finitd exista i si j astfel incat X; = X, adicd exista un n, natural

pentru care Z”:= 1. Dacd H = {z) 72,73, 7, } atunci z0z,.z07;.....Z0Zy = Z1.Z...Zy §1 In final
H=U, ,n>0.
2.Cum fadmite primitive, f are proprietatea lui Darboux si in consecinta f(R) = I — interval
din ipotezi (e") = e, apoi f= ¢ si deci f(x) >0 (V) xeR. Logaritmand gasim
F(x) = f(x)-Inf(x), (V) xe R (1).Prin reducere la absurd, ardtdm ca 1 ¢ . Daca existd x,eR cu
f(xo) = 1. Din (1) avem si F(xo)= 1. Dar f(x) = ™™ > f(x)-F(x) + 1,de unde avem F(x)> 1=F(x,),
adica x, este punct de minim. Dar f(x,) = F'(x,) = 0, fals!.
Deci I (1, ) sauIc (0, 1).

a)f(x) > 1, (V) xeR. Folosim faptul ca functia g: (1, o) — (1, o), g(t) = t-Int este bijectiva,
derivabili si g' > 0. Cum F = g(f), giasim = g'(F) de unde rezulta ci f este derivabila pe R.
Derivand (1) gasim f=f'—f"/fsiapoi f'/f—f"/ f2=1saulnf(x)+ l/fix)=x+C>0
(V) xeR, fals!.

b) 0 <f(x) <1, (V) xeR. Folosind functia bijectiva h: (0,1) = (1, «), h(x) =t — Int, dupd un

rationament asemanator cu cel de la a) se ajunge tot la contradictie.

3.Lema. Fie o functie f: R+ — R, derivabila cu derivata continua ,/ >0 si P un polinom
de grad n. Daca 1i_r)n f'(x) P(f(x)) =/ atunci aratati ca existd a # 0 astfel incat

lim [f(x)]""" / x = i(n+1)/a

Demonstratia lemei: Daca Q este o primitiva a lui P atunci avem 1i_r>n (Qof)' (x) =i, aplicand
regula lui L'Hospital gasim ca li_r)n (Q o H(x)/x =1de unde li_I)n QoHx)= o .
Vom ardta ca liin f(x)=+o.
Pentru aceasta fie A>0. Cum Q este o functie continud ea este $i marginita pe intervalul [0,A].
Deci exista C>0 astfel incat Q(f(x))<C daca 0< f(x) < A. Dar exista X, astfel incat Q(f(x))>C
dacd x > x, . f(x)>0 implica faptul ca f(x) > A, dacd x > x,, ceea ce demonstreaza ca
lim f(x) = +o0.

X—>0

Acum notand cu a coeficientul dominant al lui P, avem li_r)n Q) /x
lim Q(f(x))/ [f(x)]™" = a/(n+1).
Deci  lim [f(x)]""! /x = lim [f(x)]™! /Q(f(x)) . lim (Qo H(x)x =I(nt+l)a .

Pentru rezolvarea problemei aplicim lema luand f(x) = H(x), x>0 si P = X".

n+1

= a/(n+1) si apoi



